
Exercice - M0351C

Soit A une partie convexe d’un espace vectoriel normé E.

∀(x, y) ∈ A2 ∀t ∈ [0, 1] (1− t)x + ty ∈ A

1) Montrons que Ā est convexe. Soit donc (x, y) ∈ Ā2. Il existe deux suites (xn) et (yn) de A convergeant
respectivement vers x et y. Soit t ∈ [0, 1] et (zn) la suite définie par

∀n ∈ N zn = (1− t)xn + tyn

A étant convexe, zn ∈ A∀n ∈ N

lim
n→∞

zn = (1− t) lim
n→∞

xn + t lim
n→∞

yn = (1− t)x + ty

La limite de (zn) appartient à Ā donc (1− t)x + ty appartient à Ā. Ā est convexe.

Montrons que Å est convexe. Soit (x, y) ∈ Å2. Il existe r ∈ R+? tel que

Bo(x, r) ⊂ A Bo(y, r) ⊂ A

Autrement dit
∀u ∈ E ‖u‖ < r =⇒ x + u ∈ A et y + u ∈ A

Soit t ∈ [0, 1], posons z = (1− t)x + ty

∀u ∈ E ∀t ∈ [0, 1] z +u = (1− t)x+ ty +u = (1− t)x+ ty = (1− t)u+ tu = (1− t)(x+u)+ t(y +u)

Donc pour u ∈ E tel que ‖u‖ < r, z ∈ Å et donc Å est convexe.

2) Montrons que l’application ϕ : E −→ R, x −→ d(x, A) est convexe.

ϕ convexe ⇐⇒ ∀(x, y) ∈ E2 ∀t ∈ [0, 1] ϕ((1− t)x + ty) ≤ (1− t)ϕ(x) + tϕ(y)

Soit donc (x, y) ∈ E2, (x′, y′) ∈ A2 et t ∈ [0, 1]. Posons z = (1− t)x + ty et z′ = (1− t)x′ + ty′

z − z′ = 1− t)x + ty − ((1− t)x′ + ty′) = (1− t)(x− x′ + t(y − y′)

et donc
‖z − z′‖ = ‖(1− t)(x− x′ + t(y − y′)‖ ≤ (1− t)‖x− x′‖+ t‖y − y‖

En passant au borne inférieure

inf
z′∈A
‖z − z′‖ ≤ inf

x′∈A
(1− t‖x− x′‖+ t inf

y′∈A
‖y − y′‖

et
d(z, A) ≤ (1− t)d(x, A) + td(y, A)

Finalement
ϕ(z) ≤ (1− t)ϕ(x) + tϕ(y)

et
ϕ ((1− t)x + ty) ≤ (1− t)ϕ(x) + tϕ(y)

ϕ est convexe.
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