Exercice - M0039C

1) Raisonnons par réccurence. Pour n = 0, u,, = 2 et donc ug > 0. Supposons que u, > 0. u, + 2 et
2u,, 4+ 1 sont positifs et donc u, 41 est manifestement positif. L’hérédité nous permet de conclure que
un, > 0 pour tout n > 0.

Conclusion : Vn € N Up >0

2) Calculons les premiéres valeurs de la suite

Uug = 2
2+2 4
U = ——— = —
2x241 5
4 i 4+10
Uz = 54 -8 ; 5 ~ -
+ 13
2-+1 —_—
5 + 5
14 14 + 26
— 42
s = 134+ _ 13 _ 4%
= = =
o1t 28413 7 41
13 13
40 i 40 4 82
va= 4410 - 80414 -
1
230 1 + 121
41 41
3) Raisonnons par 'absurde. Suppons que v,, soit égal & 1. Dans ce cas nous avons
Uy — 1
vy =1= == U, —1l=u,+1 = —-1=1
up +1

Nous arrivons a une contradiction, donc 'hypothese v,, = 1 est absurde.
Conclusion : la suite (v,) ne peut pas prendre la valeur 1.

4) Montrons que la suite (v,,) est géometrique.
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Up+1 +1

Up + 2

u, +1

Uy + 2

2un+1+1

Uy +2 —2u, —1
2u, + 1

Up + 242U, + 1
2u, +1
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?unJrl

Un+1 =

= —7’Un

Nous avons donc 1
Vn eN Upt1 = *gvn

Calculons le premier terme
w—1 2—-1 1
Vo = = —— = —
T w1 241 3




1 1
Conclusion : (v,) est donc une suite géométrique de raison —3 et de premier terme —.

5) Calculons u,, en fonction de v,

Up — 1
vV, =
T, 41
= v (up+1)=u, —1
= Uplly — Up = —Up — 1
1+,
<:>un(vn_1):_(1+vn) <~ unzil—’—v
—

La derniére équivalence est possible puisque v, # 1 et donc 1 —v,, # 0. Nous obtenons ainsi I’expression
de u,, en fonction de v,,.
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Or (vy,) est une suite géométrique. Nous pouvons exprimer le n®®¢ terme en fonction du premier et de
la raison. ) Y
_ n _ _
o=t =5 (3) = 5
On en déduit lexpression de (u,) en fonction de n. La suite intermédiare (v,,) nous a permis de trouver
une formule explicite de la suite (u,) définie par une relation de récurrence.

(="
= W _ 3n+1 + (71)71

R )
- 3n+1
Conclusion : - 1y
3T+ (=1



